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Die vorliegende Ausarbeitung handelt von den Zahlenbereichen der Quaternionen
und Oktaven und jeweils zugehorigen , Ganzheitsringen”.

Im ersten Abschnitt der Ausarbeitung werden diese neuen Zahlenbereiche einge-
fithrt und einige wichtige Eigenschaften studiert.

Es wird sich zeigen, dass die Oktaven gewissermafien das Ende des Zahlenbegriffs
markieren. Dazu wird im zweiten Abschnitt der Satz von Hurwitz bewiesen, der
besagt, dass es iiber den reellen Zahlen nur vier normierte Algebren mit Eins gibt,
ndmlich die eindimensionalen reellen Zahlen IR, die zweidimensionalen komplexen
Zahlen C, die vierdimensionalen Quaternionen H und die achtdimensionalen Ok-
taven O. Dabei wird sich herausstellen, dass, von R ausgehend, bei jeder Zahlenbe-
reichserweiterung eine wichtige Eigenschaft verloren geht: Von R nach C verlieren
wir die Anordnung, von C nach H die Kommutativitdt der Multiplikation und von
H nach O sogar die Assoziativitdt der Multiplikation. Die fehlende Assoziatividt von
O wird dann das entscheinende Argument dafiir sein, dass die (16-dimensionale) Er-
weiterung von O nicht mehr den gewiinschten Eigenschaften eines Zahlenbereichs
genugt.

Im dritten Abschnitt der Ausarbeitung werden wir uns schliefllich analog zum Ring
der (ganzzahligen) GaufSschen Zahlen in der komplexen Ebene fragen, wie die Ei-
genschaft , ganzzahlig” in den Zahlenbereichen der Quaternionen und Oktaven de-
finiert werden kann. Dazu werden wir den Begriff der Maximalordnung auf nichtas-
soziative Algebren erweitern. Dies wird uns zu einer Maximalordnung der Hurwitz
Quaternionen H und zu einer ,,Maximalordnung” C in den Oktaven fiihren. Im Zen-
trum dieses Abschnittes wird der Euklidische Algorithmus stehen, welcher in den
Gaufsschen Zahlen und in den Hurwitz Quaternionen ganz gewohnlich funktioniert,
sofern man eine Division mit Rest hat. Bei den ganzzahligen Oktaven C hingegen
wird uns trotz Division mit Rest wieder die fehlende Assoziativitit zum Verhdng-
nis, sodass der bekannte Euklidische Algorithmus nicht immer korrekt terminiert. Es
gibt jedoch einen modifizierten euklidischen Algorithmus fiir C, der von Hans Peter
Rehm im Jahr 1993 veroffentlicht wurde. Dieser wird am Ende der Ausarbeitung
ausfiihrlich besprochen.
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§1 Definitionen und einige Eigenschaften

Zunichst wollen wir die Zahlenbereiche der Quaternionen und der Oktaven einfiih-
ren. Es gibt prinzipiell zwei Wege, die Quaternionen zu definieren: Man kann sie
einerseits aus den reellen Zahlen konstruieren, indem man Quaternionen mit den
Vektoren des R* identifiziert und dort eine Multiplikation definiert. Andererseits
kann man die Quaternionen nicht nur als Quartetts von reellen Zahlen (O = R?),
sondern auch als Paare von komplexen Zahlen (O = C?) auffassen. Hierbei geht
man ganz analog zur Konstruktion der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen
vor und bekommt so gleichzeitig einige geometrische Hintergriinde fiir die Struktur
der Quaternionen. Diesen Weg wollen wir zunédchst gehen.

— Die Quaternionen als komplexe Matrixgruppe —

Erinnern wir uns, wie die komplexen Zahlen als Matrixgruppe aus den reellen Zah-
len konstruiert werden konnen, so stofien wir auf die Konzepte der orthogonalen
Gruppe

O, ={A e R™™;, A'A =1}

und der speziellen orthogonalen Gruppe
SO, ={Ac R, A'A =1, det(A) =1},
welche auch als Drehgruppe bezeichnet wird. Im Fall n = 2 erhélt man

8(922{( _Z Z);a2+b2:1}

und die komplexen Zahlen sind gerade die SO, mit beliebiger Norm:
a b
C-{( b 4 >, a,b € R}.
Die komplexen Analoga zu diesen Gruppen sind die unitire Gruppe
Uy ={AecC™";, A¥A=1}

und als Untergruppe die spezielle unitire Gruppe

SU, = {AeC™; A*A =1, det(A) =1},
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wobei A* = Al die adjungierte Matrix von A bezeichne. Die Zeilen (und Spalten)
der unitdren Gruppe und insbesondere der speziellen unitiren Gruppe bilden also
eine Orthonormalbasis fiir das hermitesche Skalarprodukt (x,y) = Y; Xiy;.

Sei nun im Fall n = 2

A= ( ’ Z ) € SUy mita,b,c,d € C.
Dann ist (a,b) € C2 ein frei wihlbarer Einheitsvektor, das heifit |a|* + |b]* = 1
und (c,d) € C? ist ein Einheitsvektor im eindimensionalen komplexen Unterraum
(a,b)* C C2. In jedem eindimensionalen komplexen Unterraum gibt es jedoch un-
endlich viele Einheitsvektoren, da mit (¢,d) auch (sc,sd) fir s € C mit |s| = 1
ein Einheisvektor ist. Nun wihlt aber die Determinantenbedingung genau (c,d) =

—_,E aus, denn gerade dann ist det — _ ) =aa+bb=l|al" + =1.
b denn gerade d det Z bb = [al?* + [b]?
Folglich ist

a

b
3u2:{< 7 E); a,beC, |a?+|b*=1}.

Lassen wir wieder beliebige Normen zu, erhalten wir die Matrixgruppe der Quater-
nionen.

(1.1) Definition (Quaternionen)
Die Menge der Quaternionen ist die folgende komplexe Matrixgruppe

H::{(_%

(1.2) Lemma
a) H ist ein reeller Untervektorraum der Matrixalgebra C2*2, jedoch kein komplexer
Untervektorraum.

Z);a,beC}%{(a,b); abeCh=CxC.

b) H ist eine reelle Unteralgebra von C?>*? mit folgender (von der Matrixmultipli-
kation induzierten) Multiplikation auf H = C x C:

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc). (1)

Im Folgenden identifiziere H mit C x C und dieser Multiplikation.

c) Die Multiplikation (1) auf H ist assoziativ, jedoch nicht kommutativ. o
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Beweis
a) Dass H ein reeller Untervektorraum ist, ist klar, da die komplexe Konjugation
R-linear ist. H ist jedoch kein C-Vektorraum, da zum Beispiel

( ?):(f @)gﬁ
—b a ib —ia
b dy\ ac—bd  ad—+be - U v
—b a —d ¢ ) \ —bc—ad —bd+ac) \ —-v u

mit u = ac — bd und v = ad + bc (Beachte wieder die Linearitit der Konjugation

und ef = fe Ve, f € C). Die erste Zeile liefert gerade die Multiplikation in (1).
Somit ist H eine Unteralgebra von C2*2.

S

b) Es gilt

R
QU

c) Die Multiplikation ist als Matrixmultiplikation offensichtlich assoziativ, jedoch
nicht kommutativ, da nach (1) zum Beispiel

(0,1)(i,0) = (0— 0,0+ 1-7) = (0, —i)

und
(,0)(0,1) = (0—0,i-1+0) = (0,1) O]

Ganz analog zu den komplexen Zahlen definiert man eine Konjugation auf H:

(1.3) Definition
Sei (a,b) € C x C = H. Dann heiflt (a,b) := (a, —b) die Konjungierte zu (a,b).

Weiter sei |(a,b)| := \/|a|* + |b|* der gewdhnliche euklidische Betrag. o
(1.4) Lemma

Fir x,y € Hund s € R gilt:

a) X +y=%+7und sx = s¥

b) xx = |x|*

Q) ¥ = 7%

d) [xy| = [x[[y| o



Quaternionen und Oktaven §1 Definitionen und einige Eigenschaften

Beweis
a) Mit der R-Lineariit der Konjugation in C und x = (4,b), y = (c,d) mita,b,c,d €
C folgt:

x+y=(ab)+(cd)=(a+cb+d)=(a+c,—(b+d)) =(a-b)+(¢,—d) =%+7.
Genauso leicht folgt die zweite Aussage.
b) Mit (1) und x = (a,b) folgt
x% = (a,b)(a, —b) = (aa + bb, —ab + ba) = |a|* + |b|* = |x|?.

c) Fiir Matrizen A, B € C?*2 gilt (AB)* = B*A* und da die Multiplikation in H
eine Matrixmultiplikation ist, folgt die Behauptung.

d) Mit b) und c) gilt

xy* = (xy) (xy) = xygx = |y[ xx = |y|* |x[>

und durch Wurzelziehen folgt die Behauptung. [

Nun wollen wir die Moglichkeit kennen lernen, die Quaternionen als Quartetts von
reellen Zahlen aufzufassen. Dies war schliefslich die Art und Weise, wie William
Rowan Hamilton sie im Jahre 1843 entdeckte (daher auch der Name H).

— Die Quaternionen als Quartetts von reellen Zahlen —

(1.5) Definition (Quaternionen2)

H := {x = xo + x11 + x2j + x3k; x0, X1, x2, X3 € R} heifit die Menge der Quaternionen.
Dabei sei 1,i,j,k eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes des
R*. Auf H definiere die Addition komponentenweise und die Multiplikation nach
den beriihmten Hamilton-Regeln auf den Basiselementen:

i2:j2:k2:—1
ij=—ji=k ki=—ik=j, jk=—kj=i 2)

sowie 1r = rl1 furr € {1,i,j,k}. o



Quaternionen und Oktaven §1 Definitionen und einige Eigenschaften

(1.6) Bemerkung
Die so definierten Quaternionen stimmen mit denen aus Definition (1.1) iiberein,
denn identifiziere die Basiselemente durch

1=(1,0) i=(i,0) j=(0,1) k= (0,i).

Einsetzen aller Kombinationen dieser in die Multiplikationsvorschrift (1) liefert die
Hamilton-Regeln. Zum Beispiel ist

ki = (0,i)(i,0) = (0+0,0+ii) = (0,1) = j.

Die Multiplikation auf den Basiselementen legt die Multiplikation auf ganz H fest,
da wir fiir eine Algebra nattirlich die Distributivgesetze und die Kommutativitdt der
Addition fordern, das heifst fiir x,y € H ist:

xy = (xo + x11 + X2j + x3k) (Yo + y1i + y2j + y3k) = xoyo — X1y1 — X2y2 — X3y3 +
(xoy1 + xX1Y0 + X2y3 — X3Y2)i + (XoY2 + X2Yo + X3Yy1 — X1Y3)] + (X0y3 + X3Y0 + X1Y2 — X2Y1)k

Da wir die Quaternionen aus Definition (1.5) mit denen aus (1.1) identifiziert ha-
ben, wissen wir bereits, dass diese eine assoziative Algebra iiber den reellen Zahlen
bilden. So kénnen wir uns ldngliche Rechnungen mit dieser etwas komplizierten
Multiplikation sparen. o

Nachdem wir nun die Quaternionen auf zwei verschiedene Wege eingefiihrt haben,
wollen wir dies mit den sogenannten Oktaven (oder Oktonionen) O ebenfalls tun.
Hier ist jedoch leider eine Konstruktion als Matrixgruppe nicht mehr moglich (siehe
[Esch]). Dennoch kann man die Oktaven wieder als Paare von Quaternionen (O =
H x H) oder als Oktetts von reellen Zahlen (O = IR®) auffassen.

— Die Oktaven als Paare von Quaternionen —

(1.7) Definition (Oktaven)
O :={(a,b); a,b € H} heifit die Menge der Oktaven. Auf dieser Menge definiere die
Addition werteweise und die Multiplikation fiir (a,b), (c,d) € O wie folgt

(a,b)(c,d) := (ac — db,da + b¢) (3)
o
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(1.8) Lemma
a) O wird mit der Multiplikation (3) zu einer IR-Algebra.

b) Die Multiplikation auf O ist weder kommutativ noch assoziativ. o

Beweis
a) Dass O ein R-Vektorraum ist, ist klar. Die ,skalare Assoziativitiat” und die Distri-
butivgesetze rechnet man leicht nach, zum Beispiel ist fiir (a,b), (c,d), (e, f) € O:

(a,b)((c,d)+ (e, f)) = (a,b)(c+e,d+ f) = (a(c+e)—(d+ f)b,(d+ fla+Db(c+e))

™ (ac — db, da + b¢) + (ae — fb, fa+be) = (a,b)(c,d) + (a,b)(e, ),

wobei (*) wegen der Linearidt der Konjugation und der Distributividt in H gilt.

b) Die Multiplikation kann auf O nicht kommutativ sein, da sie ja schon in H nicht
kommutativ ist und H natiirlicherweise eingebettet ist in O durch

H>hw— (hO0)€O.

Die Multiplikation ist ebenfalls nicht assoziativ, da zum Beispiel mit der Multi-
plikation (3) und den Hamilton-Regeln (2) gilt:

(£,0)[(0,)(j,0)] = (£,0)(0,if) = (i,0)(0, =ij) = (i,0)(0, k) = (0, =ki) = (0, =)

und

[(1,0)(0,1)](,0) = (0,i)(j,0) = (0, =1)(j,0) = (0, =) = (0,) O

Wie tiblich definieren wir eine Konjugation auf O.

(1.9) Definition
Sei (a,b) € O. Dann heifit (a,b) := (a, —b) die Konjungierte zu (a,b).

Weiter sei |(a,b)| := 1/ |a|* + |b|* der gewdhnliche euklidische Betrag. o
Und wieder gelten fiir die Konjugation auf O die gleichen Rechenregeln wie in
Lemma (1.4).

(1.10) Lemma
Fir x,y € Ound s € R gilt:

a) x +y = X%+ 7 und sx = sk

b) x% = |x|?



Quaternionen und Oktaven §1 Definitionen und einige Eigenschaften

¢) Ty = i
d) [xy| = |x] |y| o
Beweis

Die Beweise von a)-c) laufen alle analog zu denen im Beweis von Lemma (1.4). Nur
bei Eigenschaft d) muss man aufpassen. Argumentieren wir wie oben, so gilt

- *

2y = (xy) (xy) = (xy)(7%) = x(y7)

=

2 - 2o 20,12
= xly["x = [y|"xx = [y|” |x[".

Dass wir in (x) die Reihenfolge der Multiplikation vertauschen diirfen, obwohl O
nicht assoziativ ist, sagt uns der Satz von Artin. O

(1.11) Satz (Artin)
Jede Unteralgebra von O, die nur von hochstens zwei Elementen erzeugt wird, ist
assoziativ. Man nennt O auch eine alternative Algebra. o

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen, werden ihn aber vor allem im dritten
Abschnitt der Ausarbeitung immer wieder benutzen. In (*) gilt also die Gleichheit,
da x,y, %, 7 alle in der von 1, x und y erzeugten Unteralgebra liegen.

Den ersten Abschnitt beenden wir, indem wir, wie angekiindigt, die Oktaven auch
als Oktetts von reellen Zahlen auffassen.

— Die Oktaven als Oktetts von reellen Zahlen —

(1.12) Definition (Oktaven2)

O := {x = x0 + x161 + X2€2 + X3€3 + X4€4 + X5€5 + X6 + X7€7; Xo,X1,.., X7 € R}
heiit die Menge der Oktaven. Dabei sei (1,e1,ep,€3,e4,¢5,66,€7) eine Orthonormal-
basis beziiglich des Standardskalarproduktes des R®. Auf O definiere die Addition
komponentenweise und die Multiplikation nach folgenden Regeln auf den Basisele-
menten:

2 =—1 (4)

eneni1 = €ny3 = —€yi1en )
€n+1€n+3 = €n = —€p436un+1 (6)
€n+43€n = €p41 = —Enbuy3 (7)

wobei die Indizes modulo 7 mit dem Vertretersystem {1,2,..,7} gelesen werden miis-
sen. Wie iiblich sei 1r = r1 fiir r € {1, 1, e, e3,€4,€5,€6,€7}. o
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Ahnlich wie oben kann man die hier definierten Oktaven mit denen aus Definiti-
on (1.7) identifizieren. Wir begniigen uns hier, um die Notation der Definition zu
verdeutlichen, mit einem kleinen

(1.13) Beispiel
Es ist epe3 = e5 nach (5), eyes = —ey nach (6) und ese; = —eg nach (7). o

10
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§2 Der Satz von Hurwitz

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Hurwitz aus dem Jahre 1898 beweisen.
Dieser besagt, dass es nur vier normierte Algebren mit Eins iiber R gibt; diese sind
R, C, H und O. Es gibt einen stirkeren Satz, der auf die Zusatzannahme der Nor-
miertheit verzichtet und aussagt, dass diese vier Algebren sogar die einzigen endlich
dimensionalen Divisionsalgebren iiber R sind. Er wurde 1958 von M. Kervaire mit
topologischen Methoden gezeigt und ist schwieriger zu beweisen.

Um die Begriffe zu kldren, zunédchst eine

(2.1) Definition
Sei A eine Algebra tiber R.

a) A heifst Divisionsalgebra, wenn jede Gleichung vom Typ ux = v oder xu = v mit
u,v € A,u # 0 eine eindeutig bestimmte Losung x € A besitzt.

b) A heifdt normierte Algebra, wenn sie mit einer Norm || : A — R versehen ist,
die von einem Skalarprodukt (—|—) : A x A — R induziert wird, das heifst
la| = \/(a|a) fir a € A. Weiter soll die Norm multiplikativ sein, das heif3t es soll
|xy| = |x]| |y| fir alle x,y € A gelten.

c) A heifst Schiefkorper, falls A eine assoziative Divisionsalgebra ist. o
(2.2) Satz

Jede normierte Algebra ist eine Divisionsalgebra. o
Beweis

Siehe [Esch]. O

Dieser Satz zeigt also, dass der Satz von Hurwitz schwécher ist als der von Kervaire.
Tatsdchlich ist es so, dass die Divisionsalgebra die Struktur ist, die Zahlenbereiche
auszeichnet. Sie fordert gerade, dass Gleichungen durch Division in diesen Zahlen-
bereichen eindeutig l6sbar sind. Dennoch wollen wir hier aus oben gennanten Griin-
den den Satz von Hurwitz betrachten. Vorher konnen wir aber wenigstens zeigen,
dass H und O wirklich Divisionsalgebren sind.

(2.3) Lemma
a) IH ist eine Divisionsalgebra, und somit ein Schiefkorper.

b) O ist eine Divisionsalgebra. o

11
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Beweis

a) Nach Lemma (1.4)(b) gilt fir u € H, uit = |u|2, also uﬁ = 1 und somit u~! =

. Die Gleichung ux = v fiir u,v € H hat also wegen der Assoziativitdat von H
1

i
juf?

die eindeutige Losung x = u~ v = ii—5. Die andere Gleichung lose man analog

Juf?
mit Rechtsmultiplikation von u~!. Somit ist H eine Divisionsalgebra und da das
Assoziativgesetz gilt, sogar ein Schiefkorper.

b) Nach Lemma (1.10)(b) und mit der gleichen Argumentation wie in (a) existiert

zu u € O ein Inverses u~! = ﬁ Wenn wir nun zum Beispiel die Gleichung
ux = v nach x durch Linksmultiplikation mit ! 16sen wollen, miissen wir
wegen der fehlenden Assoziativitit von O aufpassen. Nach dem Satz von Artin
(1.11) gilt aber u~!(ux) = (u~'u)x = x, sodass wir wieder die eindeutige Losung

1y = ft# bekommen. O
u

X=1u"
Nun wollen wir den Beweis des Satzes von Hurwitz vorbereiten. Sei im Folgenden A
eine normierte Algebra iiber R mit Eins. Statt mit der Norm arbeiten wir hier lieber
mit der von ihr induzierten anisotropen quadratischen Form N : A — R, N(x) := |x|%,
die N(xy) = N(x)N(y), N(Ax) = A2N(x) und N(x) =0 < x =0firx,y € A, A €
R erfiillt. Dann ist N( ) N(x) - N()

X+y)—N(x)—
(xly) = ——L— £ ®)
Wir werden immer wieder benutzen, dass (x|t) = (y|t) fir allet € Aauch x =y
impliziert. Zundchst beweisen wir einige Hilfsaussagen.

(2.4) Lemma
Es gilt fiir alle x,y,z,u € A:

(xy|xz) = N(x) (y|z) und (xz|yz) = (x|y) N(z) ©)
(xyluz) =2 (x| u) (y|z) — (xz| uy) (10)

Beweis
©): 2(xylxz) ¥ N(xy +x2) - N(xy) — N(xz) = N(x(y +2)) — N(xy) — N(xz)

= N(x)N(y+2) ~ N(x)N(y) - N(x)N(z) = N(x)[N(y+2) - N(y) - N(z)] £ 2N(x) (] 2)

=

Mit Division durch 2 folgt die erste Behauptung von (9). Die zweite folgt analog.

12
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(10): Mit (9) und mit der Bilinearitdt und Symmetrie von (—| —) folgt

(x +u)y| (x +u)z)
xy + uy| xz + uz)

12) = (
[IN(x) + N(u) +2 (x[u)] (y]2) = (
ylz) = (xylxz) + (xyluz) + (uy|xz) + (uy|uz)
12) = (

) = (

)

]
(xy|xz) + (uy|uz) + 2 (x| u)

) xy|uz) + (uy| xz)

x xy| uz) O

¢

Fir x € A fiithren wir die formale Konjugation ¥ := 2 (x| 1) — x ein. Sie hat folgende
Eigenschaften:

(2.5) Lemma
Es gilt fiir alle x,y,z € A:

(xy|2z) = (y[xz) und (xy|z) = (x|zy) (11)
X=x (12)

Ty = (13)

XTy=x+7 (14)

o

Beweis
(11): Mit der Definition und u = 1 in (10) folgt

(¥ 72) = (912 (x| 1) 2 — x2) = (912 (x| 1) 2) — (y] 2) =2 (x] 1) (y]2) — (22l y) ‘= (3] 2).

Die zweite Behauptung folgt analog.
(12): Setze y =1 und z =t in (11), dann

(x|t) = (x1|t) = (1| xt) = (¥1|t) = (X|t) Vte A
(13): Verwende wiederholt (11) und erhalte
(75| 1) = (2|yt) = (2l]y) = (Fxy) = (7| (ay)1) = (G

(14): Dies folgt sofort aus der Definition, denn

x+y=2(x+yll) = (x+y)=2(x|1) —x+2(y|1) —y =% +7. O

13
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Nun wollen wir mit dem sogenannten Cayley-Dickson-Prozess beginnen, bei dem wir
Schritt fiir Schritt durch ,,Verdoppelung” von Unteralgebren von A immer grofiere
Unteralgebren bekommen. Schauen wir uns zundchst an, was bei einem solchen
Verdoppelungsschritt passiert.

(2.6) Lemma
Sei H eine echte Unteralgebra von A mit Eins, i € A sei ein Einheitsvektor (d.h.
N(i) = 1), der orthogonal auf H stehe. Dann ist H + iH := {a +ib; a,b € H}
das sogenannte ,Dickson-Double” wieder eine Unteralgebra von A und es gilt fiir
a,b,c,d € H:

(a+iblc+id) = (a|c)+ (b|d) (15)
a+ib=a—ib (16)

ib="hi und ib= bi (17)
(a+1ib)(c+id) = (ac — db) +i(cb + ad) (18)
o

Wir bemerken, dass fiir ein solches i € A und ein beliebiges h € H: (i| h) = 0. Somit
ist nach Definition der Konjugation i = —i. Nun zum

Beweis
(15): Es ist wegen der Bilinearitat

(a+ib|c+id) = (a|c)+ (a|id) + (ib|c) + (ibid).
Mit der Bemerkung von eben gilt aber:
(alid) 2 (ad]i) =0
(ib] o) 'Y (i ) = 0

(ib] id) < N(i) (b] d) = (b]d)

Mit diesen drei Gleichungen folgt die Behauptung (15).

(16): Wegen (ib|1) = 0 gilt

a+ib=2(a+ib|l)—a—ib=2(a|l)—a+2(ib|1) —ib=a—ib.

(17): Dies folgt sofort aus (16): ib = —ib = —bi = bi. Die zweite Behauptung folgt
dann mit (13).

14
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(18): Zeige
((a+ib)(c+id)|t) = ((ac —db) +i(cb+ad)|t) Vt € A.
Dies ist mit der Distributivitdt von A dquivalent zu
(ac +a(id) + (ib)c + (ib)(id)| t) = (ac — db +i(cb) +i(ad)|t) Vt € A,
was mit der Bilinearitdt wiederum heifst, dass fur allet € A
(ac|t)+ (a(id)| t) + ((ib)c|t) + ((ib)(id)| t) = (ac|t)+ (i(ad)| t) + (i(cb)|t)+ (—db]|t).

Zu zeigen sind also noch die folgende drei Gleichungen:

(a(id)| t) = (i(ad)]|t) (19)
((ib)elt) = (i(cb)|t) (20)
((ib)(id)| t) = (—db|¢t) (21)

19): (a(id)| ) 2 (id)at) Y 2l 2) (4] 1) — (it ad) W _ (¢|#(ad)) = (i(ad)|+).
=0
@0): ((ib)e| ) "2 (ib|te) 2 (Bi] te) "2 0 — (Be| ) L ((Be)i] ) L (Tep)i]¢)

D (i(eb)| 1) .

13) (17)

@) ((ib)Gd)| 1) 2 (it (i) D (b (7)) = — (ib| 1(di)) "L — (ib| t(id))

—~
~

20+ (itid)| t0) E — (id]i(tb)) £ ~N() (d] tb) = (~db| 7).

Damit folgt Behauptung (18) und somit ist H + iH eine Unteralgebra von A, denn
(18) besagt gerade, dass die Multiplikation auf H + iH abgeschlossen ist. O

Gleichung (18) gibt uns also eine Multiplikationsvorschrift fiir Elemente aus H + iH
an. Statt wie in (18) das orthogonale Element i von links an die Algebra H zu mul-
tiplizieren, konnen wir dies auch von rechts, sodass wir die zu H + iH isomorphe
Algebra H + Hi betrachten (H +iH 3 a +ib — a+ bi € H + Hi ist Algebrenisomor-
phismus). Man erhélt dann die folgende Multiplikationsvorschrift.

(a+ bi)(c+di) = (ac — db) + (da + bc)i (18b)

15
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Denn mit (17) und (18) folgt:

(a +bi)(c +di) = (a+ib)(c +id) = (ac — db) + i(ch + ad)

= (ac —db) + (cb + ad)i = (ac — db) + (da + be).

Wenn wir die Multiplikation (18b) nun mit den Multiplikationen auf C = R x IR, auf
H = C x C (1) und auf O = H x H (3) vergleichen, so stimmen sie {iberein. Denn in
R gilt die Kommutativitdt der Multiplikation und wir haben eine triviale Konjugati-
on (das heifit die Konjugation ist die Identitdt auf R), sodass (18b) mit der {tiblichen
Multiplikation auf C iibereinstimmt. In C gilt die Kommutativitat der Multiplikati-
on, sodass (18b) gerade die Multiplikation (1) auf H ist. Und die Multiplikation (3)
auf O ist exakt die Multiplikation (18b).

Wir betrachten jetzt aber wieder die Algebra H + iH. Das folgende zentrale Lemma
gibt uns Auskunft dariiber, welche Eigenschaften ein ,, Dickson-Double” in Abh&n-
gigkeit von seinem Ursprung besitzt.

(2.7) Lemma
Sei A eine normierte Algebra tiber R mit Eins, Y eine Unteralgebra von A, i € A
orthogonal zu Y mit N(i) =1 und Z := Y +iY. Dann:

a) Z ist eine normierte Unteralgebra von A < Y ist eine assoziative, normierte
Unteralgebra von A.

b) Z ist eine assoziative normierte Unteralgebra von A < Y ist eine kommutative,
assoziative normierte Unteralgebra von A.

c) Z ist eine kommutative, assoziative normierte Unteralgebra von A < Y ist eine
kommutative, assoziative normierte Unteralgebra von A mit trivialer Konjugati-
on.

Beweis
a) Z ist nach (18) genau dann eine normierte Algebra, falls fiir alle a,b,c,d € A:

N(a+ib)N(c+id) = N((a+ib)(c+id)) = N((ac — db) + i(cb+ ad))
Forme diese Bedingung nun dquivalent um. Wegen (8) ist dies dquivalent zu

(N(a) + N(b) +2(a|ib))(N(c) + N(d) +2(i@)

N
=0 =0

16
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= N(ac — db) + N(i(cb +ad)) — 2 (ac — db i(cb + ad) ),

S

=0
was wiederum gleichwertig ist mit

(N(a) +N(b))(N(c) + N(d))

= N(ac) —2 (ac| db) + N(db) + N(cb) +2 (cb|ad) + N(ad).

Nutzen wir die Multiplikativitdt der Norm (ist Z eine normierte Unteralgebra,
dann erst recht Y), so erhalten wir

N(a)N(c) + N(a)N(d) + N(b)N(c) + N(b)N(d)

= N(a)N(c) — 2 (ac| db) + N(d)N(B) + N(c)N(b) + 2 (cb| ad) + N(a)N(d).

Beachte, dass N(b) = N(b)N(i) = N(bi) = N(ib) = N(i)N(b) = N(b) und
erhalte so durch Streichen und Umsortieren einiger Terme

2 (ac|db) =2 (cb|ad).
Division durch 2 und Anwenden von (11) liefert
((ac)b|d) = (a(cb)|d) VdeY

und somit

(ac)b = a(ch),

was genau dann fiir alle a,b,c € Y gilt, falls Y eine assoziative normierte Algebra
ist. Dies beweist Behauptung a).

,=" Sei Z eine assoziative normierte Algebra, dann muss Y diese Eigenschaften
natiirlich auch haben. Deshalb gilt

i(be) = (ib)e 2 04 i(cb) = i(ch) Ve,be Y
Dies heifst aber, dass bc = cb V¢, b € Y und somit Y kommutativ ist.

,<" Sei Y eine kommutative, assoziative normierte Algebra. Dann ist Z nach a)
eine normierte Algebra und fir alle a,b,c,d, e, f € Y gilt:

[(a+ib)(c+id)](e+if) = (ac —db+i(cb+ad))(e+if)

(1314) (ac —db)e — f(bc +da) + i[e(cb + ad) + (¢ca — bd)f]

17
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= (ac)e — (db)e — f(bc) — f(da) + i[e(cb) + e(ad) + (ca)f — (bd)f]

® a(ce) —a(fd) — (ed)b — (¢f)b+i[(ce)b — (fd)b + a(ed) + a(cf)]

= a(ce — fd) — (ed +cf)b+i[(ce — fd)b + a(ed + cf)]
= (a+1ib)[(ce — fd) +i(ed + cf)] = (a+ib)[(c+id)(e + if )],
wobei (*) wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt von Y gilt. Also ist Z
assoziativ.

c) ,=" Sei Z eine kommutative, assoziative normierte Algebra, dann muss Y diese
Eigenschaften auch haben. Wegen (17) und der Kommutativitat in Y gilt ie = &i =
ie VecY,alsoe=e¢ Ve €Y, das heifst die Konjugation auf Y ist trivial.

,<" Sei Y eine kommutative, assoziative normierte Algebra mit trivialer Konju-
gation, dann ist nach b) Z eine assoziative normierte Algebra und Va,b,c,d € Y:

—

(a+ib)(c+id) = (ac —db) +i(cb+ad) = (ca— bd) +i(ad + cb) = (c + id)(a+ ib)
wobei (x) wegen der Kommutativitit und der trivialen Konjugation in Y gilt.
Also ist Z auch kommutativ. O

Durch Anwenden dieses Lemmas auf immer groflere Unteralgebren von A bekom-
men wir den Satz von Hurwitz.

(2.8) Satz (Hurwitz)
R,C,H und O sind die einzigen normierten Algebren mit Eins tiber den reellen
Zahlen (bis auf Isomorphie). o

Beweis

Sei A eine gegebene normierte Algebra mit Eins iiber R.

Wenn R C A # R, dann gibt es ein normiertes i € A orthogonal zu R. Also ist nach
Lemma (2.7)(c) C = R + iR C A (beachte Multiplikation (18b)) eine kommutative,
assoziative normierte Unteralgebra von A, da R eine kommutative, assoziative nor-
mierte Algebra mit trivialer Konjugation ist.

Wenn C C A # C, dann gibt es ein normiertes icA orthogonal zu C. Also ist
nach Lemma (2.7)(b) H = C + iCc A (beachte (18b)) eine assoziative normierte
Unteralgebra von A, die nach (2.7)(c) nicht kommutativ ist, da die Konjugation auf
C nicht trivial ist.

Wenn H C A # H, dann gibt es ein i'e A orthogonal zu H. Also ist nach Lemma
(2.7)(@) O = H + i'HcC A (beachte (18b)) eine normierte Unteralgebra von X, die

18
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nach (2.7)(b) nicht assoziativ ist, da H nicht kommutativ ist.
Wenn nun O C A # O, dann gibt es ein i’ € A orthogonal zu O. Weiter ist
g1

O +i O C A zwar eine Unteralgebra von A, die aber nach Lemma (2.7)(a) nicht
normiert ist, da O nicht assoziativ ist. Dieser Fall kann also nicht eintreten. ]
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§3 Vier euklidische Bereiche

In diesem Kapitel wollen wir uns mit ,Ganzheitsringen” in IH und O beschéftigen
und darin jeweils einen Euklidischen Algorithmus herleiten. Bevor wir dies tun, sei
an den eindimensionalen Fall der ganzen Zahlen Z und an den zweidimensiona-
len Fall der Gauflschen Zahlen Z[i] erinnert. In beiden Fillen bekommen wir den
euklidischen Algorithmus aus einer Division mit Rest.

— Euklidischer Algorithmus in Z —

(3.1) Lemma
Sind a,b € Z mit b # 0, so gibt es g, 7 € Z mit

a=gb+r und |r| <|b|. o

Dass wir aus dieser Division mit Rest den euklidischen Algorithmus erhalten, der
fiir zwei ganze Zahlen a,b € Z den grofiten gemeinsamen Teiler g¢T'(a, b) bestimmt,
sagt uns folgendes

(3.2) Lemma

Sind a,b € Zund a = qb +r fir q,r € Z, dann gilt ggT(a,b) = ggT(b, 7). o

Die Beweise der Lemmata wurden in einer der Grundvorlesungen behandelt und
werden hier daher nicht ausgefiihrt. Es sei jedoch bemerkt, dass zum Beweis von
Lemma (3.2) jediglich die Assoziativitdt von Z gebraucht wird. Dies wird das Argu-
ment dafiir sein, dass der gewohnliche euklidische Algorithmus in den Gaufsschen
Zahlen und in den Hurwitz Quaternionen funktioniert, denn in beiden gilt das As-
soziativgesetz. Fiir die ganzzahligen Oktaven brauchen wir dann eine andere Idee.
Nun erstmal zum bekannten euklidischen Algorithmus:

Seien a,b € Z gegeben, gesucht ist ggT(a,b) € Z.

Dann gibt es nach der Division mit Rest eine abbrechende Folge von ganzen Zahlen
91,92, --Gu+1 und rq, 7o, .., 1y, sodass

a=qb+r mit |r| <|b

b=gor1+r, mit |rp| <|r|
Tne2 = qntn—1+tn mit |r,| < |ry_1]

Tn—1 = qn1"n + 0. (22)
Dann ist nach Lemma (3.2) ggT(a,b) = ry,.
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— Euklidischer Algorithmus in Z.[i] —

Kommen wir zum zweidimensionalen Fall der Gaufischen Zahlen
Z)i| ={z€C, z=21+2, 21,20 €Z}
versehen mit der quadratischen Form (im Folgenden auch mit Norm bezeichnet)
N:2Z[i] = Ny, N(z) :=22 =23+ 25 fir z =z + 2i € Z]i].

Hier bekommen wir wieder eine Division mit Rest.

(3.3) Satz
Sind a,b € Z[i] mit b # 0, so gibt es g,r € Z[i] mit

a=gb+r und N(r)<N(b) (sogar N(r) < =N(b))

Beweis
Seic:=a/b = c1+ci € Qli] mitcy,cp € Qund firi = 1,2 sei¢; = g; +s; mit
gi € Z und |s;| < 3. Dazu wihle q; := |¢;], falls ¢; — | ¢;| < 3, sonst ¢; := |¢;] + 1.
Weiter sei g := g1 + goi € Z[i] und s := s1 + spi € Q[i], sodass ¢ = g+ s. Dann ist
r:=sbeZlil,daa=cb=(g+s)b=qb+sb=gb+rund somitr =a —qb € Z]i].
Also ist

a=gqgb+r

und

N(r) = N(sb) = N(s)N(b) = (s +s3)N(b) < (}L ﬂl; 1

Die Division mit Rest liefert aufgrund der Assoziativitiat von Z[i], wie oben schon
bemerkt, den gleichen euklidischen Algorithmus wie in (22). Aus diesem bekommen
wir das folgende

(3.4) Korollar
Z[i] ist ein Hauptidealbereich mit (bis auf Assoziiertheit) eindeutiger Primfaktorzer-
legung. o
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— Euklidischer Algorithmus in den Hurwitz Quaternionen —

Nun wollen wir Ganzheitsringe tiber den Quaternionen betrachten. Zunichst konnte
man vermuten, dass ein solcher Ganzheitsring genau wie die GaufSsschen Zahlen in
der komplexen Ebene auszusehen hat.

(3.5) Definition
L:=2Z[1,i,j,k| == {z1 + z2i + z3] + zak € H; z1,22,23,24 € Z} heifit die Menge der
Lipschitz Quaternionen. o

Wir betrachten wieder die quadratische Form

N:L— Ny N(z):=22=224+23+25+22 fir z =2z +2pi + z3j + 24k € L.

L ist offensichtlich ein Ring, jedoch gibt es in diesem keine Division mit Rest im
Sinne einer strikten Normreduktion.

(3.6) Satz
Sind a,b € L mit b # 0, so gibt es g,7 € L mit

a=gb+r und N(r) < N(b).

Es gilt N(r) = N(b) genau dann, wenn fiir ab~! = ¢y + c2i + c3j + c4k € H gilt:

1 .
CiEZ"—E, 121,..,4. o

Beweis
Wir gehen analog zum Beweis von Satz (3.3) vor. Setze also ¢ := ab™! = ¢; + ci +
c3j + ¢4k € H und durch Wahl von g;,s; wie oben bekommen wir ¢; = g; + s; mit
gi € Zund |s;| < 3 furi=1,..,4.
Weiter sei g := g1+ q2i + q3j + qak € L, s := s1 + 551 + 53] +s4k € H und r := sb.
Dann ist

a=cb=(q+s)b=gb+sb=qgb+r,

alsor =a—gbc L, und
N(r) = N(s)N(b) = (st + 53 + 53 +51)N(b) < ((1/2)* +.. + (1/2)*)N(b) = N(b).

Dabei gilt N(r) = N(b) & |s;| =4 Vie{1,.,4} & ezZ+1 Vie{l,.,4}. O
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Da bei der Division mit Rest in L der Rest betragsméfiig nicht immer echt kleiner
wird, scheitert unser Euklidischer Algorithmus (22). Denn dieser terminiert ja gerade
aufgrund der strikten Normreduktion in jedem Schritt.

Satz (3.6) gibt uns aber schon den entscheidenden Hinweis, wie wir dieses Problem
umgehen konnen.

(3.7) Definition
H := {z1 + z2i + 23] + zak € H; z1,29,23,24 € Z oder z1,23,23,24 € Z + %} heifst die
Menge der Hurwitz Quaternionen. o

Man rechnet leicht nach, dass H mit der Einschrankung der Multiplikation von H
einen Ring bildet, der von der Z-Basis (1,7,j,3(1 +i+j +ij)) erzeugt wird, und
ebenso, dass die Fortsetzung der quadratischen Form N auf H ganzzahlig ist. Aus
Satz (3.6) folgt jetzt sofort, dass die Hurwitz Quaternionen eine ,echte” Division mit
Rest besitzen:

(3.8) Korollar

Sind a,b € H mit b # 0, so gibt es g, € H mit

a=gb+r und N(r) <N(b). o

Beweis

Definiere c, g, r wie oben, sodass a = gqb + r. Entweder gilt dann schon N(r) < N(b)
oder es gilt N(r) = N(b), wobei dann ¢; € Z + § fiiri = 1,..,4, also ¢ = ¢ + cpi +
c3j + cgk € Lund a = cb + 0 (Beachte N(0) < N(b)). O

Aus oben genannten Griinden (H ist assoziativ) ist der Euklidische Algorithmus (22)
also auch in H durchfiihrbar.

— Euklidischer Algorithmus in ganzzahligen Oktaven —

Zunichst stellen wir uns die Frage, wann wir eine Oktave ,ganzzahlig” nennen
wollen. Dazu ein allgemeines Konzept von Coxeter:

(3.9) Definition
Eine Teilmenge M einer Algebra A mit Eins heifst maximale Menge von ganzzahligen
Elementen oder Arithmetik, falls sie die folgenden vier Bedingungen erfiillt:

a) Fiir jedes m € M sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms von m ganzzahlig.

b) M ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
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oleM
d) Falls N C A die Eigenschaften a),b),c) erfiillt, so gilt bereits N C M.

Falls A assoziativ ist, so heifst M Ordnung, falls die Bedingungen a)-c) erfiillt sind.
Gilt zusatzlich Bedingung d), so heifst M Maximalordnung. o

Diese Definition ist also das Analogon des Konzeptes einer Maximalordnung auf
auch nichtassoziativen Algebren. Kommen wir nun zu unserer Algebra O, dann hat
ein Element a = ag + aje; + .. + aye; € O das Minimalpolynom

x? —2agx + (a§ + a3 + .. +a3),

sodass die Bedingung a) der Definition bedeutet, dass die sogenannte Spur tr(a) :=
2ap und die Norm N(a) := a3 + a3 + .. 4 a2 ganzzahlig sind.

Man kann zeigen, dass es in O bis auf Konjugation sieben verschiedene maximale
Mengen von ganzzahligen Elementen nach obiger Definition gibt. Wir fixieren fiir
unsere Zwecke eine davon:

(3.10) Definition
C := {ap + are1 + azex + azes + agh + as(erh) + ag(exh) + ay(esh); ay, .., ay € Z.} heifit

Coxeters Menge der ganzzahligen Oktaven, wobei h := %(el +ep+e3—ey). o
(3.11) Satz

C ist eine maximale Menge von ganzzahligen Elementen in O. o
Beweis

Siehe [Cox]. O

Wir versehen C wie tiiblich mit der quadratischen Form
N:C— Ny, N(z):=z22=25+25+..+2z5 fur z € C.

Um auch in C eine Division mit Rest zu bekommen, werden wir zuerst zeigen, dass
C mit dem Gitter Eg identifiziert werden kann und dann werden wir eine bekannte
Uberdeckungseigenschaft von [Eg nutzen. Dazu benétigen wir einige Definitionen
und einen Satz aus der Gittertheorie.

(3.12) Definition
Seien E = (V,(.|.)), E1 = (V1,(.].)1), E2 = (V2,(.|.),) euklidische Vektorrdume.

a) Eine Teilmenge L C V heifit Gitter, falls ein linear unabhédngiges Tupel B =
(b1,.,bm) € V™ existiert, sodass L = (by,..,by),. B heifit dann eine Gitterbasis
von L und m = dim(L) die Dimension von L.
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b) Ein Gitter L heifSt Wurzelgitter, falls L = ({l € L; (I|I) =2}),.
c) R(L):={l € L; (I|1) = 2} heifst Menge der Wurzeln in L.

d) Ist B € V™ eine Gitterbasis des Gitters L, so heifit G(B) := ((b;| b)) € R™*" die
Grammatix von L und det(L) := det(G(B)) die Determinante von L.

e) Fir zwei Gitter L; in V; und L, in V, bezeichnet L1 L, die orthogonale Summe.
Dies ist ein Gitter in V7 & V, der Dimension dim(Lj)+dim(L;). Sind B bzw. C
Gitterbasen von Ly bzw. Ly, so ist ((b1,0), .., (Bgim(1,),0), (0,¢1), -, (0, Cgim(1,))) €ine
Gitterbasis von Lq_L L, mit Grammatrix

(%% c0) @

(3.13) Satz (vgl. Ebeling)
Jedes ganze Wurzelgitter ist orthogonale Summe von Wurzelgittern der Form
An, Dm ’ ]E6, ]E7, ]ES. &

Was diese Gitter im Einzelnen sind, wird hier nicht besprochen. Wir benétigen nur
die Aussage, dass det(EEg) = 1 und die Determinanten der anderen Gitter alle echt
grofier als 1 sind (siehe [Nebe]).

(3.14) Satz

Coxeters Menge der ganzzahligen Oktaven C ist, vesehen mit dem (nicht mit 2 res-
kalierten) Skalarprodukt (#,v), := N(u+v) — N(u) — N(v), isometrisch zum Gitter
]Eg. <

Beweis

Nach Definition ist

1
B:= (1,eq,e, €3, 5(61 + ey +e3 —ey),e1h,exh, esh)

-

—h
eine Z-Basis von C. Explizites Ausrechnen der letzten drei Basiselemente liefert:

1
e1th = E(_l —ey+tegtey)

1
eoh = 5(_1 —e1—egtes)

1
63]’[ = E(_l — €5 — € — 67)
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Bezeichne S := (ey, .., e7) die Standardbasis des R8, so erhalten wir folgende Basis-
wechselmatrix:

1 1 _1
1000 0 -3 -1 —3
0100 § 0 -1 0
0010 2 1 0 O

1
Sld320001§1(1)010
oooo0 -1 1 -1 o0
oooo o0 o 1 -1
0000 0 0 0 -3
o000 0 3 0 -1

Nun gilt fiir die Grammatrix (beziiglich (—| —),)

G(B) = (°1d%)" - G(S) -5 1d® = (°1d®)"" -2 I -° 1dP.

Ausgerechnet:
2 0 000 -1 -1 -1
0 2 001 0 -1 O
0 0 201 1 0 O
0 0 021 0 0 O
G(B) = 0 1112 0 0 O
-1 0 100 2 0 O
-1 -1 000 0 2 0
-1 0 000 0 0 2

Folglich liegt offensichtlich ein ganzes Wurzelgitter vor, welches nach Satz (3.13) or-
thogonale Summe der dort angegeben Wurzelgitter sein muss.

Weiter gilt det(G(B)) = 1. Da nun die Grammatrix einer solchen orthogonalen Sum-
me die Form (23) hat und nur das Gitter [Eg Determinante 1 hat, folgt mit der Deter-
minantenregel fiir Blockmatrizen, dass C nur isometrisch zum Gitter [Eg sein kann.[]

(3.15) Definition

Die Uberdeckungszahl eines Gitters L iiber einem euklidischen Vekorraum V mit
Norm || ist das kleinste r > 0, sodass die Kugeln mit Radius r um die Punkte
des Gitters I € L den kompletten Raum V tiberdecken. Dies bedeutet, dass zu jedem
P € Vein | € L existiert, sodass

P—I <. o

(3.16) Satz (vgl. [Con2])
Die Uberdeckungszahl des Gitters Eg betrigt r = 1. ©
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Da wir im Beweis von Satz (3.14) das Skalarprodukt nicht mit 2 reskaliert haben,
erhalten wir folgenden

(3.17) Satz
Fiir jedes A € O gibt es ein v € C, sodass
1
N(A—7) < 5 o

Aus diesem Satz bekommen wir nun endlich eine Division mit Rest auf C.
(3.18) Korollar
Sind a,b € Cund b # 0, so gibt es gq,7 € C, sodass

a=gb+r und N(r) <N(D). o

Beweis
Setze in Satz (3.17) A = ab~! € O, dann gibt es ein g € C mit N(ab~! — q) < 1; setze
r:=a—qb € C. Dann ist

N(a—qb) = N(a(b"'b) — qb)  N((ab™! = g)b) = N(ab~" = q)N(b) <

also N(r) < N(b), wobei (*) wegen dem Satz von Artin gilt. O

Wir wollen jetzt die Teilbarkeitsbeziehung sowie Primzahlen in C definieren.

(3.19) Definition
a) u € C, u # 0 heifit Rechtsteiler (bzw. Linksteiler) von a € C, falls au~! € C (bzw.
u~la € C). Falls u Rechtsteiler von « ist, so schreibe j|a.

b) 7 € C heifdt Primzahl, falls N(7t) = p eine Primzahl ist.
c) B € C heifst primitiv, falls die grofite ganze Zahl, die B teilt, gleich 1 ist.

Es stellt sich die folgende Aufgabe:
Falls p|N(«) fiir ein primitives « € C und p eine Primzahl, so finde die Rechtsteiler
7t|a von & mit N(7t) = p.
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Betrachten wir dazu zunichst die Einheiten in C:

(3.20) Lemma
Es gibt 240 Einheiten in C, das heifst

c¥| = ‘{e €C e leCl =|{ecC N(e) =1}| = 240.

o
Beweis

Es ist bekannt (siehe [Con2]), dass es in [Eg genau 240 Wurzeln gibt. Folglich gibt es
nach Satz (3.14) auch genau 240 Elemente in C mit Norm 1. (]

Wie oben schon erwéhnt, terminiert der bekannte Euklidische Algorithmus (22) mit
Startwerten 4 und b nicht zwangsldufig zu einem gemeinsamen Rechts- bzw Links-
teiler von 2 und b. Denn es gibt Beispiele a = agm, b = bprt mit ag,bp, 7 € C,
N(m) = 11, bei dem der Algorithmus bei einem Element r, mit N(r,) = 1 stoppt,
wihrend er fiir andere a4y, by bei einem r, mit N(r,,) = 11 terminiert, aber r,, ist we-
der Rechtsteiler von a noch von b.

Dass solch ein Verhalten auftreten kann, liegt daran, dass wir von a = gb + r nicht
auf r = ry7 fir ein rg € C schliefSen konnen. Denn

r=a—qb=agr —q(byrm) © agrt — (qbo) T = (ag — gbo) 7

ist im Allgemeinen keine giiltige Rechnung, da C nicht assoziativ ist und somit in
(%) nicht zwangsldufig Gleichheit gilt.

Hans Peter Rehm veroffentlichte jedoch im Jahre 1993 einen erweiterten Euklidi-
schen Algorithmus, der dieses Problem umgeht. Der Algorithmus wird im Beweis
des folgenden Satzes beschrieben.

(3.21) Satz

Sei 0 # a« € C, m € N, sodass m|N(«). Dann gibt es mindestens 240 Rechtsteiler
(und 240 Linksteiler) p von a mit N(y) = m. o
Beweis

Starte mit pq := &, mg := m, my := N(«)/m, sodass also N(p1) = mom;.
Wihle nach (3.18) im ersten Schritt 1, p2 € C so, dass

_ - 1 1
p1 = 11m1 +pz und N(pz) < EN(ml) = Em%’
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wobei wir hier aus einem technischen Grund den Rest konjugieren.
Nun gilt

N(p2) = N(p2) = N(p1 — y1m1) = N(p1) — 2 (p1| y1m1) + N(y1m1)

:m0m1—2m1(p1|71)+m%N(71) =0 mod m;.

Also gibt es ein my € IN mit N(py) = mymo.

Weiter gilt mp < mq, denn mymy = N(pp) < %m% also my < %ml < my.

Falls my > 0, konnen wir mit den gleichen Argumenten p3, m3 finden mit N(pz) =
mpmgz und m3 < my. Dies wiederholen wir solange, bis wir my_1 = 0 erreichen fiir
ein N € IN, denn die positiven ganzzahligen m; werden bei jedem Schritt strikt klei-
ner und miissen somit irgendwann 0 werden.

Wir bekommen also folgendes Schema, welches wir den Vorwiirtsschritt des Algo-
rithmus von Rehm nennen wollen:

P01 = 711y + P2 N(p1) = mom;

02 = Yy2my + P3 N(p2) = mymy my > my

PN—1 = YN—1MN—-1 T ON N(poN—1) = mN_2mN_1 Mmy_p > MN_1
PN = YNMN +0 N(pN) = MN_1MN MN—1 > MN > 0

Nun kommen wir zum sogenannten Riickwirtsschritt.

Sei uy € C mit N(uy) = my. Ein solches uy existiert, denn nach dem Vier-
Quadrate-Satz von Lagrange kann jede natiirliche Zahl als Summe von vier Qua-
dratzahlen (und somit erst recht von acht) dargestellt werden. Weiter gibt es min-
destens 240 verschiedene A € C, sodass N(A) = my (Nehme eines und multipliziere
es mit den 240 Einheiten, sieche Lemma (3.20)).

Es gilt mit dem Satz von Artin

PN = INMN = YN(UNEN) = (YNEN)EN
——

=UN-1

Setze un_1 := yNHN, dann ist yy_1 Linksteiler von py mit N(pun_1) = my-_1, da ja
N(pn) = my_1my. Weiter ist 7iy_1 Rechtsteiler von Py = un_17iN = UNEN_1 und
von my_1 = Un—1#N—1- Also ist 7iy_1 auch Rechtsteiler von py_1, da mit dem Satz
von Artin

PN—1 = YN-1MN-1+ PN = (YN-1UN-1)iN—1 + UNUN-1 = (YN—1UN-1 + UN) IN_1-

(.

~
=UN-2

Setze also weiter pn 2 := YN_1}UN—1 + }N, SO erhalten wir einen Linksteiler von
pn—1 mit Norm N(un_2) = my_p. Mit diesen Setzungen fahrt man nun fort, bis wir
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einen Linksteiler o von p; = a mit Norm m = m( und einen korrespondierenden
Rechtsteiler 17 mit Norm m; erhalten.
Zusammengefasst sieht der Riickwiirtsschritt also wie folgt aus:

N(un) = my
PN = UN—1UN UN—1 = YNUN N(pun-1) = my—1
PN—1 = UN—2lN—1 UN—2 = YN-1HN-1 + UN N(un—2) = mN_2
P2 = P12 M1 = Yap2 + U3 N(p1) = m
P1 = HoF1 Ho = 1M1 + H2 N(po) = mo

Beachte, dass wir wegen p; = u;_1J; fiir die mindestens 240 moglichen Wahlen von
un auch 240 verschiedene Linksteiler yop und 240 verschiedene Rechtsteiler 717 von «
bekommen. (]

Falls my > 1 gibt es sogar mehr als 240 Rechts- und Linksteiler von & mit Norm
m. Man kann jedoch zeigen, dass es genau 240 Rechts- und Linksteiler gibt, falls
a primitiv und m = p eine ungerade Primzahl ist oder falls m und N(«a)/m tei-
lerfremd sind (siehe [Rehm]). Dann muss der Vorwartsschritt des Algorithmus also
bei my = 1 terminieren. So konnen wir unsere Aufgabe, alle primen Rechts- bzw.
Linksteiler eines primitiven a zu bestimmen, effizient 16sen, indem wir eine Tabelle
der 240 Einheiten von C nehmen und so Gleichungen vom Typ N(A) = [ fir [ > 1
nicht 16sen miissen.

Abschliefiend haben wir also gesehen, dass auch C gewissermafien einen euklidi-
schen Bereich bildet, wobei der euklidische Algorithmus an die Nichtassoziativitat
von C angepasst werden muss.
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